Wyklady z Matematyki stosowanej w inzynierii srodowiska, Il sem.
Wyklad 1
1. RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH
1.1. Ekstrema funkcji.
1.2. Ekstrema warunkowe.
1.3. Funkcje uwiktane.
1.1. Ekstrema funkcji
1A1 Definicja (minimum lokalne funkcji dwoch zmiennych)

Funkcja f ma w punkcie (x,,Y,) minimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie tego
punktu takie, ze dla dowolnego punktu (x,y) z tego otoczenia zachodzi:

Fxy) = (%, Yo)
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1A2 Definicja (maksimum lokalne funkcji dwdch zmiennych)

Funkcja f maw punkcie (x,,y,) maksimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie tego
punktu takie, ze dla dowolnego punktu (x,y) z tego otoczenia zachodzi:

F(xy)< (X Yo)
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1A3 Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1) ma ekstremum lokalne w punkcie (x,,Y,)
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2) istniejg pochodne czgstkowe %(XO, yo),%(xo, Yo), tO

of of
&(XO’yO):QE(XO’yO):O'

1A3 Uwaga

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Zerowanie si¢ w punkcie obu pochodnych
czastkowych nie gwarantuje jeszcze istnienia ekstremum lokalnego.

1A4 Fakt (o lokalizacji ekstremow funkcji)

Funkcja moze mie¢ ekstrema tylko w punktach, w ktérych wszystkie jej pochodne
czastkowe pierwszego rzedu sg rowne 0 albo w punktach, w ktorych cho¢ jedna z tych
pochodnych czastkowych nie istnieje.

1A5 Twierdzenie (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Niech funkcja f ma ciggte pochodne czgstkowe drugiego rzedu na otoczeniu punktu
(%, Y,) oraz niech funkcja f spetnia warunki:

1) q()(01)/0) :Oig(xo’yo) =0,

[ 021 0 f
i (%0, Yo) —=— (% Yo)
2) det 52 ny > 0.
T oy L%, 2
_ay 0! J0 ay 0

Witedy funkcja f ma w punkcie (x,,y,) ekstremum lokalne i jest to minimum, gdy
2 2
aa Z (X, Y,) >0 albo maksimum, gdy of (x0 Y,) <O.

1A6 Uwaga

Gdy wyznacznik w punkcie 2) w twierdzeniu 1.5 jest ujemny, to funkcja nie ma w
punkcie (x,,Y,) ekstremum lokalnego. W przypadku, gdy wyznacznik ten réwna si¢

0, to badanie, czy funkcja ma ekstremum lokalne w punkcie (x,,Y,) przeprowadzamy
innymi metodami (np. korzystajac z definicji).

1A+B7 Przyklad

Znalez¢ ekstrema lokalne podanych funkcji
a) fF(x,y)=e ) b) f(xy)=3x%+3y°—27xy+1 ¢) f(x,y) = IX|+]y]-
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1.2. Ekstrema warunkowe
1A+B8 Definicja (ekstrema warunkowe funkcji)

Funkcja f ma w punkcie (x,,Y,) minimum lokalne wtasciwe przy warunku

g(x,y) =0, gdy g(x,,Y,) =0 oraz istnieje liczba & >0 taka, ze f(x,y)> f(X,,Y,) dla
kazdego punktu (x,y) € S((X,, Y,), ) spetniajacego warunek g(x,y)=0 (

S((Xo, ¥o),6) — sasiedztwo punktu (x,,Y,) O promieniu &) .
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. Funkcja f osiaga w punkcie (zo, yo) maksimum przy warunku g(z,y) = 0.

9(z,y)=0

1A+B9 Fakt (algorytm znajdowanie ekstremow warunkowych)

Ekstrema lokalne funkcji f dwoch zmiennych z warunkiem g(x,y)=0 znajdujemy
wedlug algorytmu:

1) krzywa T': g(x,y)=0dzielimy na tuki, ktore sg wykresami funkcji postaci
y =h(x), gdzie xe 1 lub postaci x= p(y), gdzie ye J;

2) szukamy ekstremoéw funkcji jednej zmiennej f (x,h(x)) na przedziale 1 lub
funkcji f (p(y),y) naprzedziale J;

3) poréwnujemy warto$ci otrzymanych ekstremoéw na krzywej I' i ustalamy
ekstrema warunkowe.

1A+B10 Przyklad. Znalez¢ ekstrema podanych funkcji, ktorych argumenty speiniaja
wskazane warunki:

a) f(x,y)=xy,x+y=0; b) f(x,y)=x"+vy* xy=4.
1A11 Fakt (algorytm znajdowania wartosci ekstremalnych na obszarze domknigtym)

Warto$¢ najmniejsza f,,, inajwicksza f__ funkcji f naograniczonym obszarze

domknig¢tym i ograniczonym znajdujemy w nastepujacy sposob:
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1) szukamy ekstremow lokalnych tej funkcji na obszarze otwartym,

2) szukamy ekstremow lokalnych tej funkcji na brzegu obszaru,

3) poréwnujemy wartosci otrzymanych ekstreméw we wnetrzu i na brzegu

4) obszaru oraz na tej podstawie ustalamy warto$¢ najmniejszg i najwigkszg
funkcji na obszarze.

1A12 Przyklad. Znalez¢ warto$ci najwicksze 1 najmniejsze podanych funkcji na
wskazanych obszarach domknigtych:

a) f(x,y)=x*+2xy—4x-8y, 0<x<1,0<y<2; b) f(x,y)=x%y, x*+y*<1.
1.3. Funkcje uwiklane
1A13 Definicja (funkcje uwiktane)

Funkcja uwiktang okre§long przez warunek F(X,y)=0 nazywamy kazdg funkcje
y = y(X) spehniajaca rownos¢ F(x,y(x)) =0 dla wszystkich x z pewnego przedziatu
I. Podobnie okresla si¢ funkcje uwiktang postaci x = x(y) gdzie y e J.

1A+B14 Twierdzenie (o funkcji uwiktanej)

Niech (x,,y,) € R* oraz niech funkcja F bedzie okreslona na otoczeniu O(X,, Y,)-
Ponadto niech

1) pochodne czgstkowe 2—'):( % sg ciggle na tym otoczeniu,
oF
2) F(x,Y,)=0 oraz E(Xo’ Yo) % 0.

Wtedy na pewnym otoczeniu O(x,) istnieje jednoznacznie okreslona funkcja
uwiktana y = y(x) spetniajgca warunki

a) F(x y(x))=0 dla kazdego x € O(x,),

b) y(Xo) = Yo:
Ty

c) y'(x)= _8I):(— dla kazdego x € O(x,).
E(X' y(x))



y=y(z)

o

Rys. 4.7.2. Ilustracja do twierdzenia o istnieniu i rézniczkowalnosci funkcji uwiktanej.

1B15 Uwaga. Jezeli funkcja F ma ciagle pochodne czgstkowe drugiego rzedu na
otoczeniu O(x,,Y,) oraz spetnia warunki

oF
F(X01 yo) =0 ) _(Xol yo) # 0
oy
to funkcja uwiktana y = y(x) jest dwukrotnie rézniczkowalna na pewnym

otoczeniu punktu x, .

1A+B16 Twierdzenie (o ekstremach lokalnych funkcji uwiktanej)

Niech funkcja F bedzie okreslona na otoczeniu O(X,,Y,) i niech ma tam ciagle
pochodne czastkowe rz¢du drugiego. Ponadto niech

1. F(X,Y)=0
oF oF

2. &(XO’yO):O’E(meO)iO
O*F
6 2 (XO’yO)

3. A=—9X___ 40,
oF
E(Xodo)

Wtedy funkcja uwiktana y = y(x) okreslona przez rownanie F(x,y)=0 ma w punkcie
X, ekstremum lokalne wlasciwe 1 jest to:

a) minimum gdy A>0 albo
b) maksimum gdy A<O.



4 max. lok.
=y1(z)

F(z,y)=0
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Rys. 4.7.3. Funkcja uwiklana y = yi(z), okreslona przez warunek F(z,y) = 0,
ma w punkcie z; maksimum lokalne, a funkcja y = y2(z) ma w punkcie

T2 minimum lokalne wlasciwe.

1A+B17 Fakt (algorytm znajdowania ekstremoéw lokalnych funkcji uwiktanej)

1) Punkty, w ktorych funkcja uwiktana moze mie¢ ekstrema lokalne, znajdujemy

korzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum. W tym celu
rozwigzujemy uktad warunkow:

oF oF
F (%, Yo) =0, a(xo’yo) ZO’E(XO! Yo) =0

2) W otrzymanych punktach sprawdzajac warunek wystarczajacy istnienia
ekstremum badamy czy zachodzi warunek
o°F
A P (%01 Yo)

oF
oy (%o Yo)

3) Na podstawie znaku ostatniego wyrazenia ustalamy rodzaj ekstremum.

#0.

1A+B18 Przyklad. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanej postaci y=y(X)
okreslonej przez podane warunki:

a) x*+y®—8xy=0, b) x*+y?—xy—2x+4y=0.



